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CLASA AIX-A
SUBIECTUL 1
2 2 a+b)
a) Fie a,beR si x,y>0. Aratati ca a—+b—_( +b) .
X y X+Yy
. i N n+l 2n+1 ST
b) Se da sirul (an )n>l de numere reale pozitive. Stiind ca Zak = 0 ,VYNn>1 aratati ca
- k=1
a, =n, vn>1.
n 2
c) Aratati ca Z >n-n+1-n+1,Vn22.
—~k+1 2 n+3

Rezolvare si barem:

a2 bz (a+b)2 2,,2 2 2,2 2 2
a) —+—>-———<a’xy+a’y’ +b’xy +b°x* > a’xy + 2abxy +b*xy < (ay—bx)" >0. (1p)
X Yy  X+y
b) Ardtam prin inductie matematica cd a, =n vn>1
Pentru n=1, ale-%-gcalzl. (1p)
Presupunem a, =k, vk =1,n si demonstram ca a_,, =n+1.
n+l n
Zak n+2 2n+3 Zak+an+1 n+1) n+2 2n+3
2 3
a=n+1 (2p)

n+2 2n+3 2 (n+1

1 2n+1
n+ n+ 2 +1)T 3 @anJrl

T + n+1:(

2 3
n(n+1) ?
) Di litatea Titu And Zk2 Zn:k2> .
C m 1nega1aea 1Tu Andreescu, avem ca n 2 =
k+1 Z (k+1) ~k+1 n(n+3)
k=1 2
n 2
z k Zr]'n+1.n+1 2p)
—k+1 2 n+3
n
(1p)

Pentrun > 2 egalitatea nu are loc, deoarece —#—#...# —
2 3 n+1
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CLASA A IX-A

sunt definite prin: a, =2018,b =2017, iar a,, =2018a,+2017b, -1 si

SUBIECTUL 2

Sirurile (a,) , si (b)),
b.., =2017a,+2018b, +1, Vn >1. Sa se calculeze b,y,; —a,,; -
Rezolvare si barem:
Prin scaderea relatiilor b, ,, —a,,, =b, —a, +2, vn>1. (2p)
Folosim relatia de recurentd si scriem urmatoarele relatii:
b,-a,=b—a+2
b,—a,=b,—-a,+2
bn —a,+ 2 (2p)
(1p)
(2p)

n+1

b an+1 =
Prin adunarea relatiilor membru cu membru si reducerea termenilor avem relatia:
-a,,,=b-a+2n=2n-1,Vvn=>1.

bn+l
Finalizarea b,,, —a,,, =4031.
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SUBIECTUL 3

Fie triunghiul ABC si A'e BC, B' e AC,C' € AB astfel incat AA’, BB, CC' sunt concurente n punctul

M.
MA C'A B'A
a) Aratati ca =
MA' C’B BC’
b) Aritati ca daca AA'+BB’+CC’ =0 atunci punctul M este centrul de greutate al triunghiului ABC .

Rezolvare si barem:

a) In AABA’ cu transversala C'C aplicim teorema lui Menelaus si obtinem:
CA BC MA" _ PPN CA AC MA

CB AC MA CB BC MA

Tn AACA' cu transversala BB’ aplicam teorema lui Menelaus si obtinem:
B'/A BC MA PPN BA _BA" MA

! ’ [ ’ r " (1p)
B'C BA" MA B'C BC MA
Adunand relatiile obtinem ¢ A BA _[AC + BA'). MA = MA .
C'B BC (BC BC) MA MA
. MA ’A B'A
Deci _c (1p)
MA' C B BC’
b) AA'+BB'+CC'=0<> AB+BA +BC +CB'+CA+AC'=0=BA'+CB + AC' = 6 (1p)
Rezulti e S BG+ 8 CA+AC AB 0o [ BA _CB 156, [AC_CBYAE G, (1p)
BC CA AB BC CA AB CA
Cum vectorii BC si AB sunt necoliniari rezultd ci BAL_CB_AC_ k, adica
BC CA AB
AC:BA:CB:l_k (1p)
BC CA AB
A'B B’ ‘A 1
Din teorema lui Ceva avem ca Bcc =1, adica k® = (1— k)3 =>k==. (1p)
AC BA CB 2

Deci A', B’,C’ sunt mijloacele laturilor triunghiului ABC, M este centrul de greutate al triunghiului
ABC. (1p)
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CLASA A IX-A
SUBIECTUL 4
Notdm cu [a] partea intreagd a lui a.
- : .| 2x=1] |4x+1| O5x-4
a) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 3 + 5 = 3
b) Aratati ci [Jﬁ+¢n+3] :[\/4n+6], VneN".
Rezolvare si barem:
a) Notam Ez y.Rezulta ca 4x+1 = y+1 sl X= 3y+1 .
3 6 2 2
Ecuatia devine [y] +[y +%} [2 ] = 5y 1 (1p)
4k +2

Se impun conditiile > _1:keZ si k<2y<k+le k< <k+1. Se obtine k e(-3,2]"Z,

adica k {-2,-1,0,1,2}. (1p)

3y2+1:3k+4 e IXE{ %2} (10)

b) Notdm X, —Jn+Jn+3 si Yy, =4n+6.

Din inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwartz avem ca:
(a+b)’ < 2(612 + b2) sa+b<, /2(a2 +b’ ), adevirata pentru orice numere reale a si b . Pentru

a=+/n si b=+/n+3 obtinem n+/n+3</4n+6 <= x <y ,vneN". (i) (1p)
cum Vn+Vn+3>J4n+5 < 2n+3+2Jn’+3n>4n+5<n+3n >n+le

<N’ +3n>n*+2n+1<> n>1, care este adevirata pentru orice Vn e N*, rezulta ca

Dar x =

U'IIN
U'III—‘
0‘II4>

>/4n+5,vneN", (1p)
Deoarece y> =4n+6, iar 4n+6 nu este patratul unui numar natural, rezulti ca [yn ]2 <4n+5, adica
[v,]<~/4n+5. Deci [y,]<x,, VneN". (i) (1p)

Din relatiile (i) si (ii) rezulta ca [y, |<x, <y,, VneN", adica [x,]=[y,], VneN". (1p)



